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A B CD E FG H I¡!d ¡!d ¡!d

Le déplaement de A vers B est le même que elui de D vers E ou de H vers I. On appelle e déplaement un VECTEUR dé�nipar� une diretion : elle de la droite (AB) ;� un sens : elui de A vers B ;� une norme : qui est égale à la longueur AB.Attention ! 1. il ne faut pas onfondre sens et diretion : par exemple ¡!IH et ¡!AB ont la même diretion (ar les droites (AB) et (IH)sont parallèles) mais n'ont pas le même sens.Les veteurs ¡!AB, ¡!DE et ¡!HI sont don les représentants d'un même veteur ar ils ont même sens, même diretion et mêmenorme : on peut don désigner e veteur par un nom unique, par exemple ¡!d .La norme du veteur ¡!AB est égale à la longueur AB. Pour désigner la norme de ¡!d , on utilise °°¡!d °°. On a°°¡!d °°Æ ABÆDEÆHIRemarque 2. ¡!ABÆ¡¡!CDÆ¡!u si et seulement si ABDC est un parallélogramme



A
B

C
D¡!u ¡!uRemarque 3. Dansmon jeune temps, on disait que deux veteurs¡!AB et¡¡!CDétaient égaux1 si et seulement si les segments [A; D℄et [B ; C℄ avaient le même milieu : pourquoi ?2 Somme de veteursLe seret : je me déplae de A vers B puis de B vers C : globalement, je suis parti de A et je suis arrivé en CA B C¡!u ¡!v¡!u Å¡!vC'est en fait la fameuse Relation de CHASLESDé�nition 4. ¡!ABÅ¡!BCÆ¡!ACMais qu'en est-il de ette somme lorsqu'on onsidère deux veteurs quelonques ¡!u et ¡!v ?Il suf�t de prendre des représentants de ¡!u et ¡!v bien hoisis :

A B C¡!u ¡!v¡!u ¡!v
¡!u Å¡!vOn peut aussi « penser parallélogramme »

A B
D C

¡!u¡!v¡!u Å¡!v1En fait, on disait que les bipoints (A,B) et (C,D) étaient équipollents...
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3 Veteur nul - Opposé d'un veteurJe pars de A, je vais en B et je retourne en A : la relation de CHASLES le on�rme¡!ABÅ¡!BAÆ¡!AA� Que peut-on dire de e veteur ¡!AA?� Quelle est sa norme ?� Quelle est sa diretion ?� Quel est son sens ?On appelle e veteur de norme nulle le veteur nul et on le note ¡!0 .Plus généralement si on onsidère un veteur ¡!u , on peut toujours trouver un veteur de même diretion, de même norme etde sens opposé : quand on l'ajoute à ¡!u , on obtient le veteur nul.On l'appelle le veteur opposé de ¡!u et on le note bien sûr ¡¡!u ¡!u¡¡!u4 Multipliation d'un veteur par un nombre réelNous avons déjà abordé le problème en parlant de l'opposé du veteur ¡!u qu'on note ¡¡!u , 'est à dire (¡1)£¡!u .Nous pouvons aisément imaginer que le veteur 3¡!u est en fait égal à ¡!u Å¡!u Å¡!u , et les additions de veteurs, on onnaît !Nous pouvons même omprendre que ¡3¡!u , 'est ¡¡¡!u ¢Å ¡¡¡!u ¢Å ¡¡¡!u ¢Produit d'un veteur par un nombre réelVous omprendrez don sans problème la dé�nition suivanteDé�nition 5. Soit ¡!u un veteur non nul et k un nombre réel non nul. Alors on note k¡!u le veteur� ayant la même diretion que ¡!u ;� ayant le même sens que ¡!u si k È 0, le sens ontraire sinon ;� ayant pour norme k°°¡!u °° si k È 0 et ¡k°°¡!u °° sinon.
¡!uk¡!u (k È 0) k¡!u (k Ç 0)Ce petit dessin résume les différents as de �gure.5 Veteurs olinéaires5.1 Dé�nitionNous avons remarqué que ¡!u et k¡!u avaient la même diretion.Inversement, si deux veteurs non nuls ¡!u et ¡!v ont la même diretion, alors on peut imaginer qu'il existe un réel k tel que¡!v Æ k¡!u .Par exemple, s'ils ont le même sens, alors le veteur °°¡!v °°°°¡!u °°¡!u a� le même sens que ¡!v (ar . . .� la même diretion que ¡!v (ar . . .� la même norme que ¡!v (ar . . .don ¡!v Æ °°¡!v °°°°¡!u °°¡!u , e qui on�rme notre supposition. 3



Veteurs olinéairesAvant de résumer e résultat, un peu de voabulaire :Dé�nition 6. On dit que deux veteurs sont olinéaires si, et seulement si, ils ont la même diretion.Remarque 7. Deux COpains partagent leur pain, deux COrreteurs du Ba partagent le même reteur, deux veteurs COli-néaires partagent la même ligne. . .
A

BDC¡!u ¡!vNotre observation préédente va don nous permettre d'énoner le théorème primordial suivant :Théorème 8. Deux veteurs¡!u et ¡!v sont olinéaires si, et seulement si, il existe un réel k tel que ¡!v Æ k¡!uAttention ! 9. Vous ferez bien attention à parler de veteurs olinéaires et non pas de veteurs parallèles ! Deux droites peuventêtre parallèles si elles ont tous leurs points ou auun point en ommun. On ne peut pas dire la même hose des veteurs arles veteurs . . .n'ont pas de points ! Ce sont des déplaements, pas des ensembles de points omme les droites.5.2 Conséquenes� Si on arrive à montrer que deux veteurs ¡!AB et ¡¡!CD sont olinéaires, on pourra en déduire que les droites (AB) et (CD) sontparallèles.� Si on arrive à montrer que deux veteurs ¡!AB et ¡!AC sont olinéaires, on pourra en déduire que les droites (AB) et (AC) sontparallèles. Or, omme vous l'avez remarqué, les droites (AB) et (AC) ont le point A en ommun. Que pensez-vous de 2 droitesparallèles ayant un point en ommun? Elles sont bien sûr . . .. . .2Et don les points A, B et C appartiennent à une même droite : ils sont alignés.À retenirMontrer que deux veteurs sont olinéaires peut nous aider à montrer que deux droites sont parallèles ou que trois points sontalignés.Le problème va être d'arriver à prouver que deux veteurs sont olinéaires : il suf�ra de « penser BASE ». . .6 Base du plan vetorielEuh.. le plan vetoriel, 'est quoi ?Disons que 'est l'ensemble des déplaements en dimension 2. On dira alors queDé�nition 10. Deux veteurs forment une base du plan vetoriel si, et seulement si, ils NE sont PAS olinéaires.Et on admettra le résultat primordial suivant :Théorème 11. Soit ¡!u et ¡!v deux veteurs NON olinéaires : ils forment une base du plan vetoriel. Alors on peut exprimer n'im-porte quel veteur¡!t sous la forme ¡!t Æ x¡!u Å y¡!vave x et y des réels. Les nombres x et y sont appelés les COORDONNÉES de¡!t dans la BASE ¡¡!u ,¡!v ¢Le seret tient dans le dessin suivant :
¡!i¡!jO x¡!i y¡!j¡!t

2D'après un des axiomes d'Eulide qui est la base de la géométrie que vous étudiez au lyée : « par deux points distints du plan il passe une droite et uneseule » 4



Nous n'irons pas plus loin pour l'instant, mais nous retiendrons qu'il sera utile d'exprimer haque veteur d'un problèmedonné en fontion de deux veteurs de base intelligemment hoisis...7 Des exeries. . .basiques.Nous allons étudier toutes sortes d'exeries qui nous fourniront autant d'outils pour résoudre nos enigmes mathématiques...« Voir »des égalités vetoriellesConsidérez ave la plus grande attention un parallèlogramme ABCD de entre O : donnez un maximum d'égalités vetorielles.En partiulier, trouvez des égalités vetorielles qui permettront de aratériser3 le milieu d'un segment.
A B

CD O
ParallèlogrammesetmilieuxNous allons ainsi pouvoir résoudre l'exerie suivant :Exerie 12. ABCD est un parallélogramme de entreO. Les pointsM,N, P etQ sont tels que :¡¡!AMÆ 32¡!AB ¡!BNÆ 32¡!BC ¡!CPÆ 32¡¡!CD ¡¡!DQÆ 32¡!DA� Démontrez que ¡¡!MBÆ¡!DP.� Déduisez-en queO est le milieu de [MP℄.� Démontrez demême queO est milieu de [QN℄.� Déduisez des questions préédentes la nature du quadrilatèreMNPQ.

A B
CD O

Q M
NP

Constrution de pointExerie 13. A et B sont deux points distints du plan. On dé�nit le pointM par la relation vetorielle : 3¡¡!MAÅ¡¡!MBÆ¡!0 .Exprimez ¡¡!AM en fontion de¡!AB. PlaezM.M «apparaît »deux fois dans l'égalité : pour pouvoir le onstruire, il faudrait « partir »d'un point onnu et « suivre la �èhe »jus-qu'en M grâe à des « indiations »utilisant des mouvements entre points onnus...3C'est à dire qui permettent de onlure que le point étudié est à oup sûr le milieu du segment étudié.5



Travailler dans une base pourmontrer que des points sont alignés...Exerie 14. ABCD est un parallélogramme. I est le milieu de [AB℄. E est le point tel que ¡!DEÆ 23¡!DI.� Compléter la �gure suivante.
A B

CD
Travailler dans une base pourmontrer que des points sont alignés...Exerie 15. � Il semble que A, E et C soient alignés. Nous voudrions le prouver. Pour ela, nous allons essayer de montrer queles veteurs¡!AE et ¡!AC sont olinéaires. Oui, mais omment ?� Pensons base ! Il est assez naturel dans un parallélogrammede hoisir¡!AB et¡!AC omme veteurs de base : ils sont bien onnuset « représentent »les diretions privilégiées du parallélogramme. Le problème, 'est que E est « au milieu »... Réglons e pre-mier problème : à l'aide de la relation de CHASLES et des données du texte, exprimez¡!AE en n'utilisant que des points « sur lesbords »du parallélogramme.Exerie 16. � � Déduisez-en une expression de ¡!AE uniquement en fontion de ¡!AB et ¡!AD, nos veteurs de base.� Exprimez également¡!AC en fontion de ¡!AB et ¡!AD.� Vous pouvezmaintenant omparer¡!AE et ¡!AC en fontion de veteurs dignes de on�ane et onlure...

A B
CD

IE
... et pourmontrer que des droites sont parallèles.Exerie 17. ABC est un triangle et I est le milieu du segment [AC℄.O est un point quelonque.� On se propose de onstruire le point P tel que : ¡!OP Æ¡!OAÅ¡!OC¡2¡!OB.� Justi�er que¡!OAÅ¡!OC Æ 2¡!OI.� Quelle relation lie alors ¡!OP et ¡!IB ?� Construire P.� En déduire que (BI) et (OP) sont parallèles.
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O
P

D
AB

C I

Dessin� Plaer le point E tel que ¡!BEÆ¡!AC.� Plaer le point F tel que ¡!BFÆ¡¡!AC.� Plaer le point G tel que ¡!BGÆ¡!ACÅ¡!BA.

A BC

Calul vetoriel dans un parallélogramme.Soit ABCD un parallélogramme. Soit E le milieu de [BC℄ et F le milieu de [DC℄.� Montrer que ¡!ACÅ¡!BDÆ 2¡!BC.� Montrer que ¡!AEÅ¡!AFÆ 32 ¡!AC.
A B

CD EF
7



Calul « en aveugle »Dans haun des as suivants, démontrer que les veteurs ¡!AB et ¡¡!CD sont olinéaires :� ¡!ACÅ¡¡!DCÆ¡!BD.� 2¡!CB¡9¡!CA¡7¡!ADÆ¡!0 .� 7¡!ABÆ 3¡!CBÅ5¡!ADÅ2¡!CA.Ave ou sans veteursSoit ABC un triangle.� Construire les points M, N et P tels que :¡¡!AMÆ 13¡!AB, ¡¡!CNÆ 13¡!CA, ¡!CP Æ 13¡!BC.� Montrer que ¡¡!MNÆ¡13¡!ABÅ 23¡!AC. On détaillera soigneusement les aluls.� Montrer que ¡!NPÆ¡¡!MN. On détaillera soigneusement les aluls. Que peut-on en onlure ?� Retrouver e résultat, sans les veteurs, en utilisant les propriétés de géométrie plane.
MN
P

A B
C

Être ou ne pas être alignés...Les points P, Q et R sont-ils alignés ?
P Q

R A B
C

Médianes
Préliminaire : P,Q et R sont trois points non alignés et I est le milieu de [Q,R]. Exprimez

¡!PRÅ¡!PQ en fonction de
¡!PI.Exerie :ABC est un triangle quelonque. A0, B0 et C0 sont les milieux respetifs de [BC℄, CA℄ et [AB℄.� Caluler la somme : ¡¡!AA0Å¡¡!BB0Å¡¡!CC0.� M est un point quelonque du plan. Montrer que :¡¡!MA0Å¡¡!MB0Å¡¡!MC0 Æ¡¡!MAÅ¡¡!MBÅ¡¡!MC.8 Veteurs et repères du plan8.1 RepèreNous avons vu préédemment qu'une base (formée de deux veteurs non olinéaires) permettait d'exprimer n'importe quelveteur en fontion des 2 veteurs de base. 8



Théorème 18. Soit ¡!u et ¡!v deux veteurs NON olinéaires : ils forment une base du plan vetoriel. Alors on peut exprimer n'im-porte quel veteur¡!t sous la forme ¡!t Æ x¡!u Å y¡!vave x et y des réels. Les nombres x et y sont appelés les COORDONNÉES de¡!t dans la BASE ¡¡!u ,¡!v ¢Maintenant, pour repérer un point, on hoisira une origine �xe et deux veteurs de base. La lé du hapitre tient dans le dessinsuivant :
¡!i¡!j M(x; y)

¡!i¡!j M(x; y)¡¡!OM
¡!i¡!j M(x; y)¡¡!OM
¡!i¡!j M(x; y)¡¡!OM x¡!i
¡!i¡!j M(x; y)¡¡!OM x¡!i
¡!i¡!j M(x; y)¡¡!OM x¡!iy¡!j
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oordonnées d'un point dans un repèreThéorème 19. Dire que le point M a pour oordonnées (x, y) dans le repère ¡O;¡!� ,¡!| ¢ signi�e que¡¡!OMÆ x¡!i Å y¡!jOn appelle x l'absisse de M et y son ordonnéeCoordonnées du veteur¡!ABNous travaillons dans un repère (O,¡!i ,¡!j ) et deux points A et B ont pour oordonnées respetives (xA, yA) et (xB, yB).Comment traduire vetoriellement es renseignements ?Coordonnées du veteur¡!AB� A a pour oordonnées (xA, yA), don par dé�nition ...� ... ¡!OAÆ xA¡!i Å yA¡!j� Demême, on obtient pour B ...� ... ¡!OBÆ xB¡!i Å yB¡!jCoordonnées du veteur¡!ABNous voudrions à présent obtenir les oordonnées ³x¡!AB, y¡!AB´ qui véri�ent, d'après notre dé�nition¡!ABÆ x¡!AB¡!i Å y¡!AB¡!jCoordonnées du veteur¡!ABLe problème, 'est de faire le lien entre ¡!AB et ¡!OA et ¡!OB.Mais oui ! Bien sûr ! Utilisons notre bonne vieille ...... relation de CHASLES !Coordonnées du veteur¡!ABEn effet, ¡!AB Æ ¡!AOÅ¡!OBÆ ¡¡!OAÅ¡!OBÆ ¡³xA¡!i Å yA¡!j ´Å xB¡!i Å yB¡!jÆ ¡xA¡!i ¡ yA¡!j Å xB¡!i Å yB¡!jÆ (xB¡ xA)¡!i Å ¡yB¡ yA¢¡!jOr ¡!ABÆ x¡!AB¡!i Å y¡!AB¡!jDon...Coordonnées du veteur¡!ABThéorème 20. Le veteur¡!AB a pour oordonnées ¡xB¡ xA, yB¡ yA¢Combinaison linéaire de veteursSupposons que nous travaillons dans un repère (O,¡!i ,¡!j ) et que nous onnaissons deux veteurs et leurs oordonnées :¡!u �23! ¡!w �94!On peut se demander quelles sont les oordonnées de 2¡!u ¡¡!w .Il suf�t d'utiliser notre base.¡!u Æ 2¡!i Å3¡!j , don 2¡!u Æ 4¡!Å6¡!j¡!w Æ 9¡!i Å4¡!j , don ¡¡!w Æ¡9¡!i ¡4¡!jFinalement2¡!u ¡¡!w Æ 4¡!i Å6¡!j ¡9¡!i ¡4¡!j Æ¡5¡!i Å2¡!jOn observe don que, sur et exemple, x2¡!u¡¡!w Æ 2x¡!u ¡ x¡!w y2¡!u¡¡!w Æ 2y¡!u ¡ y¡!w10



Combinaison linéaire de veteursIl reste à prouver que ela reste vrai pour n'importe quel veteur et n'importe quelle ombinaison.¡!u �x¡!uy¡!u ! ¡!w �x¡!wy¡!w !Quelles sont les oordonnées du veteur a¡!u Åb¡!w , ave a et b des nombres réels �xés.a¡!u Åb¡!w Æ a³x¡!u ¡!i Å y¡!u ¡!j ´Åb³x¡!w¡!i Å y¡!w¡!j ´Æ ax¡!u¡!i Åay¡!u¡!j Åbx¡!w¡!i Åby¡!w¡!jÆ ³ax¡!u Åbx¡!w ´¡!i Å ³ay¡!u Åby¡!w ´¡!jCombinaison linéaire de veteursThéorème 21. Nous retiendrons don que le veteur a¡!u Åb¡!w a pour oordonnées ³ax¡!u Åbx¡!w ,ay¡!u Åby¡!w ´Au fait, que veut dire ombinaison linéaire à votre avis ?Les oordonnées d'une ombinaison de veteurs sont égales aux ombinaisons des oordonnées...Coordonnées dumilieu d'un segmentSoit I le milieu d'un segment [A ; B℄. Supposons que nous onnaissions les oordonnées de A et B. Comment en déduire lesoordonnées de I ?Qui dit oordonnées de I dans (O,¡!i ,¡!j ) dit oordonnées de ¡!OI dans la base (¡!i ,¡!j ).Il faudrait don essayer de relier ¡!OI ave ¡!OA et ¡!OB...Que onnaissez-vous omme relation vetorielle entre I, A et B ?Coordonnées dumilieu d'un segmentPar exemple ¡!AIÆ¡!IBIl nous manque O...omment faire ?La relation de CHASLES of ourse... ¡!AOÅ¡!OIÆ¡!IOÅ¡!OB¡!OI¡¡!IOÆ¡¡!AOÅ¡!OB¡!OIÅ¡!OIÆ¡!OAÅ¡!OB2¡!OIÆ¡!OAÅ¡!OBCoordonnées dumilieu d'un segment ¡!OIÆ 12 ¡¡!OAÅ¡!OB¢et donThéorème 22. Le milieu I de [A ; B℄ a pour oordonnées ³ xAÅ xB2 , yAÅ yB2 ´8.2 Colinéarité et onséquenesRappelez-vous : si deux veteurs ¡!u �xy! et ¡!u0 �x0y 0! sont olinéaires, ela veut dire qu'il existe un réel k tel que.... . .¡!u0 Æ k¡!uPoint de vue oordonnées, ça donne...... x0 Æ kx et y 0 Æ kyQue pensez-vous de x0y ¡ y 0x ?Et oui, 'est... 11



Théorèmede Némo...nulThéorème 23. ¡!u �xy! et ¡!u0 �x0y 0! sont olinéaires si, et seulement si,x0y ¡ yx0 Æ 0Pourquoi l'ai-je appelé Némo?Montrer que 3 points sont alignésEst-e que les points A(2 ; 3), B(5 ; 7) et C(¡6 ; ¡8) sont alignés ?Le théorème de Némo devrait vous aider à trouver...Regardez¡!AB et ¡!AC...Est-e que des droites sont parallèles ?A(¡4 ;¡1), B(4 ; 5), C(3 ; ¡2) et D(7 ; 1).Est-e que les droites (AB) et (CD) sont paralèles ?8.3 Équations de droites et olinéaritéConsidérons deux points �xés A et B. Comment traduire vetoriellement qu'un point M appartient à la droite (AB) ?Pas d'idée ? Que pensez-vous des veteurs ¡¡!AM et ¡!AB ?Bien joué ! Ils sont olinéaires ! Comment en déduire une équation de (AB), 'est à dire une relation entre les ordonnées et lesabsisses des points de (AB) ?Le théorème de Némo bien sûr ! Vous n'êtes pas onvainu(e) ? Voyons un exemple.Détermination d'une équation de droitePrenons A(2 ; 3) et B(¡1 ; 5). Un point M(x ; y) appartient à (AB) si, et seulement si,...¡¡!AM�x¡2y ¡3! et ¡!AB�¡32 ! sont olinéaires, 'est à dire...... si, et seulement si, 2(x¡2)¡ (¡3)(y ¡3)Æ 0e qui donne, après aluls 2xÅ3y ¡13 Æ 0. Un petit remaniement nous permet de retrouver une ériture habituelle...y Æ¡23 xÅ 133Veteur direteurLe veteur ¡!AB a pour diretion elle de la droite (AB) : on dit que 'est un veteur direteur de la droite(AB).Il doit exister un lien entre veteur direteur et oef�ient direteur...trouvez-le !Coordonnées du entre de gravité d'un triangleSoit ABC un triangle. On note A0 le milieu de [BC℄, B0 le milieu de [AC℄ et C0 le milieu de [AB℄. Comme vous le savez, le entre degravité G du triangle ABC est l'intersetion des médianes.On se plae dans le repère ¡A,¡!AB,¡!AC¢.� Quelles sont les oordonnées de A, B, C, A0, B0 et C0 ?� Déterminez des équations des droites (AA0) et (BB0).� Déduisez-en les oordonnées de G.� Calulez les oordonnées de ¡¡!AA0 et ¡!AG puis retrouvez une propriété vue en 3ème .� Déterminez les oordonnées du veteur ¡!GAÅ¡!GBÅ¡!GC.8.4 Repère orthonormalDé�nition 24. Un repère (O,¡!i ,¡!j ) est dit orthogonal lorsque les droites (O,¡!i ) et (O,¡!j ) sont perpendiulaires. Un repère(O,¡!i ,¡!j ) est dit orthonormal lorsqu'il est orthogonal et que les veteurs ¡!i et ¡!j sont tous deux de norme 1.
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Distane dans un R.O.N.Observez ette magni�que �gure
¡!i¡!jO A B

(xB¡ xA)¡!i (yB¡ yA)¡!j
xA xByAyB

Pouvez-vous aluler la distane AB en fontion des oordonnées de A et de B ?Distane dans un R.O.N.Bon sang mais 'est bien sûr ! Grâe à notre bon vieux théorème de Pythagore !Effetuez la démonstration et préisez pourquoi e alul n'est valable que dans un R.O.N.Montrer qu'un quadrilatère est un retangleDans un R.O.N. (O,¡!i ,¡!j ), on onsidère les quatre pointsA(¡1 ; 3) B(3 ;p5) C(2 ; ¡3) D(¡2 ;¡p5)Quelle est la nature du quadrilatère ABCD?Équation de erleLe plan est muni d'un R.O.N. (O,¡!i ,¡!j ).� Les points A(¡3 ;¡4), B(1,8 ; 4,7) et C(1,4 ; ¡4,8) sont-ils sur le erleC de entre O et de rayon 5 ?� À quelle ondition sur x et y un point M(x ; y) est-il surC ?
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