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I - Une approhe � philosophique �...a. Un problème historiqueAlors que les êtres humains se sont intéressés à la géométrie depuis la nuit des temps, et qu'une première présentation rigou-reuse ( les mathématiiens disent axiomatique ) en a été proposée trois siéles avant JC par le gre Eulide, il a fallu attendre leXVIème siéles pour qu'on s'intéresse en�n aux probabilités, et enore était-e pour aider les prines à améliorer leurs gains aujeu.Ainsi, le GrandDu de Tosane demanda au vénérable Galilée pourquoi il était plus dif�ile d'obtenir 9 que 10 au jeu de passe-dix ( jeu onsistant à jeter 3 dés ), même s'il n'y a dans les deux as que 6 ombinaisons pour les obtenir.La grande expériene du Du en matière de jeu lui avait permis de remarquer e phénomène, alors que théoriquement, « surle papier », il aurait dû y avoir la même fréquene d'apparition des deux nombres, puisqu'il y a dans haque as 6 manières deles obtenir. Y aurait-il plusieurs réalités ?b. Qu'est-e que le hasard ?Parmi toutes les dé�nitions possibles, nous en retiendrons deux qui ont in�uené la théorie des probabilités :. pour ertains, tout a une ause, et le hasard n'est que le re�et de l'ignorane quenous avons des lois de la Nature. Cet esprit souf�a partiulièrement au XVIIIèmesiéle au moment où Laplae posa les bases d'une première théorisation des pro-babilités. C'est dans et esprit que vous avez étudié les probabilités en lasse dePremière. Les probabilités sont alors déterminées a priori, par des onsidérationsnon expérimentales. Par exemple, un dé a six faes, don, on peut poser d'avaneque l'événement « obtenir 5 » a une probabilité de 1/6. Cette symétrie, ette « géo-métrie du hasard » selon les termes de Pasal, permet de aluler sans ressentirle besoin de reourrir à l'expériene. Elle implique la notion entrale en Premièred'équiprobabilité : une probabilité est égale au rapport du nombre de as favo-rables sur le nombre de as possibles.Cette oneption peut apparaître assez naïve : il est illusoire de penser qu'un dépuisse être parfaitement équilibré, mais doit-on être gêné pour autant ? Nous enreparlerons un peu plus loin. FIG. 1 � Laplae. pour d'autres, le hasard onstitue notre univers. La théorie du haos mise en forme par René Thom en 1955 montre eneffet que dans ertaines situations, on aura beau observer un phénomène pendant un temps très long, on ne pourraprévoir son évolution. De même en physique quantique, la onnaissane du passé et du présent ne permettent qued'obtenir une estimation des états possibles futurs. Les probabilités ne peuvent alors être alulées a priori.Cet antagonisme peut se résumer en onsidérant l'expériene très simple suivante : on jette une punaise en l'air ; va-t-elleretomber sur la pointe ou sur la tête ?Pour les « Laplaiens », il existe un nombre parfaitement déterminé, mais pas enore alulable a priori. On peut néanmoinsl'approher par une série de mesures expérimentales.Pour d'autres, 'est prêter à la Nature des intentions mathématiques, alors que ette interprétation hiffrée n'est qu'�uvrehumaine.Qui a raison, qui a tort, le débat est enore ouvert. Nous pouvons néanmoins réunir deux grands groupes. Ceux qui pr�nentune étude expérimentale des probabilités ne sont en fait pas très éloignés des « Laplaiens », ar l'idée entrale ontenue dans



Probabilités 2la Loi des grands nombres ( en gros, la limitea des fréquenes observées est égale à la probabilité : plus on fait demesures, plusla fréquene se rapprohe de la probabilité ) est basée sur la dé�nition Laplaiennne de la probabilité : as favorables sur aspossibles.Inversement, la géométrie du hasard des Laplaiens ( 1 hane sur 6 d'obtenir haune des faes d'un dé ) repose sur la parfaitesymétrie du dé. Mais un dé peut-il être parfaitement symétrique ? Pour le véri�er, il faudrait faire un grand nombre d'expé-rienes...Bref, au lieu de s'opposer, es deux visions se omplètent. Mais il faut les avoir en tête : tout n'est pas équiprobable ( voir lejeu du passe-dix ) et la probabilité ne peut se réduire à la limite des fréquenes, ne serait-e que dans le as d'une expérienequi ne peut se répéter : quelle est la probabilité de survivre à une guerre nuléaire ? Il semble dif�ille d'imaginer une séried'expérienes pour s'approher de ette probabilité...Mêmes si elles peuvent apparaître antagonistes, es deux notions ont en ommun de postuler que l'issue de l'expériene (le jeter d'un dé ) est indépendant de l'observateur. Cei peut ne plus être vrai dans ertains domaines, omme par exemplel'éonomie. Comme le disait John Stuart Mill : we must remember that the probability of an event is not a quality itself, but amere name for the degree of ground whih we, or someone else, have for expeting it. Faute de données sures, en éonomie onestime a priori les probabilités de ertains événements élémentaires, puis on utilise ensuite des théorèmes abstraits issus desmathématiques.Oublions tout e que nous venons de dire !A-t-on besoin de savoir tout ça pour réussir au Ba ? Par exemple, depuis votretendre enfane, vous alulez ave les nombres entiers sans onnaître les axiomesde Peano, vous travailler en géométrie eulidienne même si elle ne orrespond pasà la réalité : avez-vous déjà renontré un véritable triangle retrangle ? Et pourtantvous arrivez quand même à démontrer le théorème de Pythagore.Mais le débat est plus passionné au sujet des probabilités ar il a fallu attendre1933 et le Russe Kolmogorov pour en�n les axiomatiser, alors que Eulide avait faitela pour la géométrie 2300 ans plus t�t...C'est e sujet enore brûlant que nous allons explorer ette année et qui saura, jen'en doute pas, vous passionner ! FIG. 2 � KolmogorovII - Quelques exemples pour explorera. Une ativité de CE1Pour la fête de l'éole, les élèves de CE2 ont préparé une danse qui s'exéute par ouples : un garçon, une �lle. Lamaîtresse doitfaire des essais pour trouver les ouples qui s'aordent le mieux, en appelant d'abord le garçon puis la �lle.Voii l'ensemble des garçons GÆ ©Alain ; Bernard ; Pierre ªVoii l'ensemble des �lles FÆ © Lise ; Renée ; Catherine ; Denise ªEn mathématiques, nous aurons souvent à érire des ouples, appelés aussi 2-listes. Pour ela, nous utiliserons toujours lamême ériture ; par exemple, le ouple formé du garçon « Alain » et de la �lle « Renée » sera érit : ( Alain , Renée ). Dans eouple, « Alain » est le premier terme et « Renée » le deuxième terme. L'ordre des termes est important.Citons le plus possible de ouples. Nous en avons trouvé beauoup ; le travail devient dif�ile : il faut véri�er pour haqueouple nouveau qu'il n'a pas été ité ; sommes-nous sûr(e)s de ne pas en avoir oublié ?Il existe unmoyen très faile qui nous permettra d'érire tous les ouples : un arbre. Les trois premières branhes représententhaune un garçon. De l'extrémité de haune de es branhes partent quatre branhes représentant haune une �lle. Àhaque extrémité de es dernières branhes nous pouvons érire un ouple.ail s'agit de la limite stohastique qui n'a rien à voir ave les limites étudiées au lyée...
Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - 1èreES3, 2006-2007



Probabilités 3Il y a don 3£4 ouples distints : 3 possibilités pour le garçon£ 4 possibilités pour la �lle.b. Desription statistiqueUne enquête est effetuée auprès des 100 élèves d'un lyée syldave onernant le temps de travail hebdomadaire et le sexe desélèves.On a obtenu le tableau suivant
P

P
P

P
P

P
PP

sexe travail Ç 5 minutes > 5 minutes�lles 20 15garçons 60 5Soit T l'ensemble de eux qui travaillent plus de 5 minutes par semaine et G l'ensemble des garçons. Alors on notera T leomplémentaire de T dans la population totale du lyée, et G elui de G, 'est à dire l'ensemble des �lles.Alors on peut onstruire le tableau des fréquenes orrespondant
P

P
P

P
P
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PP

sexe travail T T fréquene par sexeG 20% 15% 35%G 60% 5% 65%fréquene par temps de travail 80% 20% 100%. Déouvrons sur un exemple le voabulaire des probabilitésUne situation probabiliste n'existe que s'il y a une expériene ( à issue ) aléatoire. Il faut pour ela introduire par exemplel'expériene habituelle « on prélève au hasard un élève du lyée syldave ». L'ensemble des issues de ette expériene est appelémathématiquement l'univers, souvent noté : 'est ii l'ensemble des 100 élèves du lyée.Les parties T et G de sont des événements qui seront dérits à l'aide de phrase entre guillemets. Par exemple, G est l'événe-ment « l'élève syldave prélevé est un garçon ».On suppose les élèves syldaves indisernables à la vue, l'ouïe, le goût, le touher et l'odorat : ette ondition assure l'équiprobabilitévue en Première.Ainsi, la probabilité que l'élève prélevé travaille plus de 5 minutes vaut P(T) Æ 20100 , la probabilité pour que e soit un garçonvaut P(G)Æ 65100 et la probabilité pour que l'élève prélevé soit un garçon qui travaille plus de 5 minutes vaut P(G\T)Æ 5100Maintenant, parmi les garçons, on en hoisit un au hasard. L'univers a don hangé, mais pas les propriétés du tirage, e quiassure enore l'équiprobabilité.La probabilité pour que e garçon travaille plus de 5 minutes vaut 565 Æ 113 .III - Des dé�nitions et des théorèmesNous ne préiserons pas plus, à notre niveau, les notions d'expériene et d'issue introduites dans l'exemple préédent.a. Notion d'événementOn onsidère une épreuve aléatoire. Un événement est en quelque sorte une ondition dont on peut dire après l'expériene, sielle est réalisée ou non. Par exemple, préédemment, on a onsidéré l'événement « l'élève syldave prélevé est un garçon ».En faitDé�nition 4.1Un événement est un sous-ensemble de l'univers Il existe des événements un peu partiuliers.Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - 1èreES3, 2006-2007



Probabilités 4Événement ontraireL'événement ontraire d'un événement A est l'ensemble des issues qui ne sont pas dans A. On le note souvent A.Ainsi, si l'on reprend l'événement G « l'élève syldave prélevé est un garçon », alors G sera « l'élève prélevé n'est pas un garçonb »Événement impossibleCet événement n'est réalisé par auune issue lors de l'expériene onsidérée.Par exemple, l'événement « l'élève prélevé suit ave passion les ours demathématiques » ne ontiendra auune issue, àmoinsd'effetuer l'expériene sur une autre galaxie e qui n'est pas le as.Comme et événement ne ontient auune issue, il est vide : on le note don;.Événement ertainC'est un événement réalisé par toutes les issues. Par exemple :« l'élève prélevé(e) est un(e) élève »Comme et événement ontient toutes les issues, 'est en fait l'univers tout entier.b. Réunion et intersetionDé�nition 4.2Soit  un univers lié à une expériene aléatoire et P une loi de probabilité sur . Soit A et B deux événements de .� L'événement onstitué des éventualités appartenant à A et à B est noté A\B. (on lit � A inter B � ou � A et B �).� L'événement onstitué des éventualités appartenant à A ou à B ou aux deux est noté A[B. (on lit � A union B � ou � Aou B �).Toujours en reprenant notre exemple initial� G\T est l'événement « l'élève prélevé est un garçon travaillant moins de 5 minutes »� G[T est l'événement « l'élève prélevé est un garçon ou un(e) élève travaillant moins de 5 minutes ». Qu'est-e qu'une probabilité ?Nous pouvons, même à notre niveau, donner une dé�nition d'une probabilité :Dé�nition 4.3Notons  l'ensemble des issues possibles d'une expériene (l'univers).On appelle probabilité sur  toute � transformation � P allant de l'ensemble des � parties � de  dans [0,1℄ et véri�antP()Æ 1 et P(A[B)ÆP(A)ÅP(B) pour toutes � parties � A et B de  disjointes (C'est à dire dont l'intersetion est vide).C'est un peu abstrait. Mais il faut retenir qu'une probabilité est une sorte de fontion qui à un événement assoie un nombreompris entre 0 et 1.En partiulierPropriété 4.1 P(;)Æ 0On n'a pas trop de srupules à se persuader que la probabilité de l'événement impossible est nulle. Par exemple, si vous lanezun dé ubique dont les six faes sont numérotées de 1 à 6, alors on érira que la probabilité de l'événement « le résultat lu surle dé est 42 » est nulle.Ça se omprend...Mais ça peut même se prouver !Allez...pour le plaisir intelletuel...même si ça ne tombera pas dans le ontr�le...Considérons et; : leur intersetion est bien sûr vide. Ce sont don des événements disjoints.bC'est don en général une �lle.Don un ensemble Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - 1èreES3, 2006-2007



Probabilités 5D'après notre dé�nition, on peut don érire que P([;)ÆP()ÅP(;)Mais si vous ollez du vide à un ensemble, elui-i ne hange pas, i.e.[;Æ.Or, d'après notre dé�nition, P()Æ 1, don 1Æ 1ÅP(;)Et nous en déduisons que P(;)Æ 0dUne autre propriété importante estPropriété 4.2 P(A)Æ 1¡P(A)Allez, essayez de le prouver : ça se fait omme pour la propriété préédente...Ensuite, vous retiendrezPropriété 4.3 p(A[B)Æ p(A)Åp(B)¡p(A\B)
B \ A

A ∩ B

A \ BPour ette dernière propriété, je vous donne un petit oup de poue : il faut déouper notre réunion en en-sembles disjoints en érivant par exemple que. AÆ (A\B)[ (A\B). BÆ (B\A)[ (A\B). A[BÆ (A\B)[ (A\B)[ (B\A)Retenez don que les probabilités, e n'est pas du « bidouillage », qu'on utilise des dé�nitions, des théorèmes, et don desdémonstrations omme par exemple vous le faites depuis longtemps en géométrie.
� Faîtes bien attention maintenant à ne pas onfondre univers �ni et équiprobabilité. Considérez par exemple la situa-tion suivante : on sonne à votre porte. Quelle est la probabilité pour que e soit Monia Bellui ( ou Quasimodo ) qui viennevous demander en mariage ? L'univers ne ontient que deux événements élémentaires : ou bien 'est Monia ou bien e n'estpas Monia. Le rapport du nombre de as favorables sur le nombre de as possibles est don de 1/2, pourtant...d. Un autre exemple pour mettre en pratiqueConsidérons l'expériene simplissime onsistant à laner deux fois un dé à six faes. L'univers  est don onstitué de l'en-semble des ouples (i , j ), ave i et j appartenant à l'ensemble [[1,6℄℄ : il y a don 36 éléments dans . Intéressons nous à lasomme des deux hiffres et soit A l'événement « le total fait neuf ».AÆ {(3,6), (4,5), (5,4), (6,3)}don P(A)Æ 436 Æ 19Soit B l'événement : « on obtient 3 au premier laner », alorsBÆ {(3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6)}don P(B)Æ 636 Æ 16dShakespeare aurait dit «muh ado for nothing...» Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - 1èreES3, 2006-2007



Probabilités 6IV - Quelques exeriesL Exerie 1Un jeu syldave onsiste à laner simultanément un dé ubique parfaitement équilibré et son voisin, lui aussi parfaitementéquilibré, du 1er étage.Si le voisin tombe sur le dos, on lui assoie le nombre 1. S'il tombe sur le ventre, on lui assoie le nombre 2.Un résultat est la somme du numéro obtenu sur le dé et du nombre obtenu par le voisin.1. Dresser un arbre de toutes les possibilités.2. Déterminez les probabilités de haque événement élémentaire.3. Déterminer les probabilités suivantes :a) la somme est impaire ;b) la somme est multiple de 3 ;) la somme n'est ni 6, ni 5 ;d) la somme est au moins 4 ;e) la somme est au plus 3.L Exerie 2Dans la apitale syldave qui ompte 300 habitants, 70 % sont des �éfés menteurs.40 % des habitants organisent des orgies de hamallow tous les jeudis soirs.30 % des habitants sont des �éfés menteurs qui organisent des orgies de hamallow tous les jeudis soirs.La polie serète syldave torture au hasard un habitant de la ville. On note F l'événement « l'habitant torturé est un �éfé men-teur », O l'événement « l'habitant torturé organise des orgies de hamallow tous les jeudis soirs ».1. Résumez la situation dans un tableau à double entrée.2. Déterminez P(F\O).3. Déterminer p(F[O).4. Calulez la probabilité que vous alliez passer vos vaanes en Syldavie.L Exerie 3Plusieurs amis syldaves veulent hoisir une ativité pour la soirée.73 % d'entre eux veulent se baigner nus dans la fontaine gelée de la Plae du Génie des Carpathes, 30 % veulent aller hasser lever de terre sauvage à poil ras, 3 % n'aiment auune de es deux ativités.Appelons V l'évènement « la personne veut aller hasser le ver de terre sauvage à poil ras » et B l'évènement « la personne veutse baigner nue dans la fontaine gelée de la Plae du Génie des Carpathes ».1. Illustrer la situation à l'aide d'un tableau de probabilités.2. Dessiner le diagramme de Venn orrespondant.3. Quelle est la part des amis qui veulent aller hasser le ver de terre sauvage à poil ras et se baigner nus dans la fontaine geléede la Plae du Génie des Carpathes ?4. Quelle est la part des amis qui veulent aller hasser le ver de terre sauvage à poil ras ou se baigner nus dans la fontaine geléede la Plae du Génie des Carpathes ?5. Quelle est la part de gâteau qui ontient la fève ?
Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - 1èreES3, 2006-2007



Probabilités 7L Exerie 4On a trois artons : on érit sur le premier «K », sur le seond «X » et sur le troisième «S ». On retourne les artons sur une table.1. On hoisit un arton, on note la lettre, on remet le arton sur la table, et on hoisit de nouveau au hasard un deuxièmearton, on note la lettre.a) Construire un arbre de hoix pour déterminer tous les tirages possibles.b) Quelle est la probabilité d'obtenir le mot «XS » («X » puis «S ») ?2. On hoisit un arton sans le remettre, on note la lettre, et on hoisit de nouveau au hasard un deuxième arton, on note lalettre.a) Construire un arbre de hoix pour déterminer tous les tirages possibles.b) Quelle est la probabilité d'obtenir le mot «XS » («X »puis «S ») ?L Exerie 5Quatre personnes déposent leurs Kalashnikov au vestiaire d'un restaurant syldave. La dame du vestiaire, un tantinet espiègle,déide de rendre les Kalashnikov au hasard. Quelle est la probabilité qu'au moins un lient retrouve sa Kalashnikov ?Indiation : Il est plus simple de aluler la probabilité de l'événement ontraire.L Exerie 6Marko �Czzz̧tztshhh�yt veut se débarrasser de son beau-frère pour devenir Grand Conduteur de La Syldavie à sa plae. Il luionfetionne don un gâteau au hoolat ave 15 gousses d'aile empoisonnées à l'intérieur.Malheureusement, son beau-frère l'invite à partager le gâteau ave ses 6 gardes du orps qui font of�e de ministres.Le gâteau est don partagé en 8 parts de même taille.Quelle est la probabilité que la part de Marko ontienne au moins une part empoisonnée ?

FIG. 3 � Ministre syldave de l'ÉonomieeUne vieille reette syldave Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - 1èreES3, 2006-2007


