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1 + 1 = 2

"Doctor " + "Who" = "Doctor Who"

panier.ajoute_contenu(autre_panier) = gros_panier

Parlons types
int + int = int

string + string = string

panier.ajoute_contenu(panier) = panier
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Premier commandemant : STABILITÉ
UN MONOÏDE PREND DU TYPE T ET RETOURNE DU TYPE T
3 / 2 = 1.5 ( int / int = float) 7

True and False = False ( Bool and Bool = Bool ) 3

[1, 2] + [3, 4] = [1, 2, 3, 4] ( list + list = list ) 3

3 == 4 = False ( int == int = Bool ) 7

5 / 81
▲



Premier commandemant : STABILITÉ
UN MONOÏDE PREND DU TYPE T ET RETOURNE DU TYPE T
3 / 2 = 1.5 ( int / int = float) 7

True and False = False ( Bool and Bool = Bool ) 3

[1, 2] + [3, 4] = [1, 2, 3, 4] ( list + list = list ) 3

3 == 4 = False ( int == int = Bool ) 7

5 / 81
▲



Premier commandemant : STABILITÉ
UN MONOÏDE PREND DU TYPE T ET RETOURNE DU TYPE T
3 / 2 = 1.5 ( int / int = float) 7

True and False = False ( Bool and Bool = Bool ) 3

[1, 2] + [3, 4] = [1, 2, 3, 4] ( list + list = list ) 3

3 == 4 = False ( int == int = Bool ) 7

5 / 81
▲



Premier commandemant : STABILITÉ
UN MONOÏDE PREND DU TYPE T ET RETOURNE DU TYPE T
3 / 2 = 1.5 ( int / int = float) 7

True and False = False ( Bool and Bool = Bool ) 3

[1, 2] + [3, 4] = [1, 2, 3, 4] ( list + list = list ) 3

3 == 4 = False ( int == int = Bool ) 7

5 / 81
▲



Premier commandemant : STABILITÉ
UN MONOÏDE PREND DU TYPE T ET RETOURNE DU TYPE T
3 / 2 = 1.5 ( int / int = float) 7

True and False = False ( Bool and Bool = Bool ) 3

[1, 2] + [3, 4] = [1, 2, 3, 4] ( list + list = list ) 3

3 == 4 = False ( int == int = Bool ) 7

5 / 81
▲



Premier commandemant : STABILITÉ
UN MONOÏDE PREND DU TYPE T ET RETOURNE DU TYPE T
3 / 2 = 1.5 ( int / int = float) 7

True and False = False ( Bool and Bool = Bool ) 3

[1, 2] + [3, 4] = [1, 2, 3, 4] ( list + list = list ) 3

3 == 4 = False ( int == int = Bool ) 7

5 / 81
▲



Premier commandemant : STABILITÉ
UN MONOÏDE PREND DU TYPE T ET RETOURNE DU TYPE T
3 / 2 = 1.5 ( int / int = float) 7

True and False = False ( Bool and Bool = Bool ) 3

[1, 2] + [3, 4] = [1, 2, 3, 4] ( list + list = list ) 3

3 == 4 = False ( int == int = Bool ) 7

5 / 81
▲



Premier commandemant : STABILITÉ
UN MONOÏDE PREND DU TYPE T ET RETOURNE DU TYPE T
3 / 2 = 1.5 ( int / int = float) 7

True and False = False ( Bool and Bool = Bool ) 3

[1, 2] + [3, 4] = [1, 2, 3, 4] ( list + list = list ) 3

3 == 4 = False ( int == int = Bool ) 7

5 / 81
▲



Premier commandemant : STABILITÉ
UN MONOÏDE PREND DU TYPE T ET RETOURNE DU TYPE T
3 / 2 = 1.5 ( int / int = float) 7

True and False = False ( Bool and Bool = Bool ) 3

[1, 2] + [3, 4] = [1, 2, 3, 4] ( list + list = list ) 3

3 == 4 = False ( int == int = Bool ) 7

5 / 81
▲



Premier commandemant : STABILITÉ
UN MONOÏDE PREND DU TYPE T ET RETOURNE DU TYPE T
3 / 2 = 1.5 ( int / int = float) 7

True and False = False ( Bool and Bool = Bool ) 3

[1, 2] + [3, 4] = [1, 2, 3, 4] ( list + list = list ) 3

3 == 4 = False ( int == int = Bool ) 7

5 / 81
▲



Pourquoi la stabilité ?

Pour pouvoir enchaîner des actions (... composer des fonctions ! )
connexion = host + ":" + port + "/" + chemin

email.To([’doctor@who.future’]).From(’The@Master.vilain’)

if Dalek or The Master or Wheeping Angel : run
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Définition 1 (Loi de composition interne)Soit E un ensemble. Une loi de composition interne définie sur E est une
fonction totale de E ⊗ E dans E .On dit alors que le couple (E , loi) a une structure de magma.
Définition 2 (Stabilité)Un ensemble E est stable par une loi † si, et seulement si :

∀(x , y) ⋅ ((x , y) ∈ E ⊗ E Ô⇒ x†y ∈ E)
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Deuxième commandement : NEUTRALITÉ
x + 0 = x

x * 1 = x

b and True = b

b or False = b

"Dalek" + "" = "Dalek"

panier.ajoute_contenu(panier_vide) = panier

f o (lambda x: x) = f
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Définition 3 (Élement neutre)Soit (E ,†) un magma. Un élément neutre de (E ,†) est un élément evérifiant :
∀x ⋅ (x†e = e†x = x)

Vous aurez bien noté le ∀...
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Pourquoi la neutralité ?
Exemple : calculer la somme des éléments d’une liste.
def somme(xs) :

som_actuelle = NEUTRE
for x in xs :

som_actuelle = som_actuelle + x
return som_actuelle
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Pourquoi la neutralité ?
Exemple : calculer le produit des éléments d’une liste.
def produit(xs) :

prod_actuel = NEUTRE
for x in xs :

prod_actuel = prod_actuel * x
return prod_actuel
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Pourquoi la neutralité ?
Exemple : étant donnée une liste de booléens, sont-ils tous vrais ?
def tous_vrais(bs) :

bool_actuel = NEUTRE
for b in bs :

bool_actuel = bool_actuel and b
return bool_actuel

12 / 81
▲



Pourquoi la neutralité ?
Exemple : étant donnée une liste de booléens, sont-ils tous vrais ?
def tous_vrais(bs) :

bool_actuel = NEUTRE
for b in bs :

bool_actuel = bool_actuel and b
return bool_actuel

12 / 81
▲



Pourquoi la neutralité ?
Exemple : étant donnée une liste de caractères, concaténez-les en uneunique chaîne.
def concat(cs) :

chaine_actuelle = NEUTRE
for c in cs :

chaine_actuelle = chaine_actuelle + c
return chaine_actuelle
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Troisième commandement : ASSOCIATIVITÉ
1 + (2 + 3) = (1 + 2) + 3

1 * (2 * 3) = (1 * 2) * 3

True and (False and True) = (True and False) and True

"Crush "+("your "+"ennemies") = ("Crush "+"your ")+"ennemies"

3 - (2 - 1) != (3 - 2) - 1 7
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Définition 4 (Monoïde)Soit (E ,†) un magma. Si de plus ce magma admet un élément neutre etsi la loi † est associative sur E alors (E ,†) a une structure de monoïde.
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Pourquoi l’associativité ?

Diviser pour régnerAlgorithme incrémentalParallélisation
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Batman t’explique l’associativité

Tu veux tuer cent méchants :je les tue l’un après l’autrej’en tue 10 aujourd’hui, 10 demain, et 80 après-demainavec Robin, Conan et sept autres copains on en tue dix chacun
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1 Stabilité : un type T donne un type T
2 Neutre : une sorte de rien
3 Associativité : je groupe comme je veux
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1 Monoïdes
2 Map-Reduce
3 GroupeLe groupe (Z/nZ,+)
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La réduction, on a déjà vu...
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def tous_vrais(bs : list bool) -> bool :
bool_actuel = NEUTRE
for b in bs :

bool_actuel = bool_actuel and b
return bool_actuel
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def concat(cs : list car ) -> car :
chaine_actuelle = NEUTRE
for c in cs :

chaine_actuelle = chaine_actuelle + c
return chaine_actuelle
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def reduit(collection : list t) -> t :
reduc_actuelle = NEUTRE
for element in collection :

reduc_actuelle = reduc_actuelle LOI element
return reduc_actuelle
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reduce(LOI, collection, NEUTRE)
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Mes courses : panier = [1, 12, 99, 75, 10]Commandement 1 1 + 12 + 99 + 75 + 10 est un entier.Commandement 2 0 est le neutreCommandement 3 ((((1 + 12) + 99) + 75) + 10) peut-être différemment...
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Le calcul peut être effectué par exemple...... comme ceci : ((1 + 12) + (99 + 75)) + (10 + 0)... ou comme cela :serveur 1 1 + 12serveur 2 99 + 75serveur 3 10 + 0
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Oui mais en fait je n’ai pas un panier de prix mais un panier de produits :
panier = [pizza, coca, finger, ketchup, casquette]On a une fonction prix(produit) -> intLaissons la magie opérer
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map va transformer chaque objet de notre panier en un prix.
map nous permet de transférer nos objets minables dans un monoïde
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panier = [pizza, biere, finger, ketchup, casquette]

prix_panier = map(prix, panier)

total = reduce(lambda x, y: x + y, prix_panier, 0)
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On voudrait parfois revenir en arrière.Par exemple on a rajouté un glaçon dans son whiskey...vite il fautl’enlever.
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On a rajouté 2 à un entier :
x Ð→ x + 2Oups, enlevons-le

x + 2Ð→ x + 2 + (−2)
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Définition 5 (Élément inversible)Soit x un élément de E. Il est inversible (ou symétrisable) par ⋆ si, etseulement si,
(∃y)(x ⋆ y = y ⋆ x = e⋆)Pouvez-vous démontrer que si x admet un symétrique, alors cesymétrique est unique ?On note souvent ce symétrique x−1⋆ ou bien −⋆x .
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Des fois ça n’est pas possible...On a rajouté une chaîne à une autre :
s = "Use the " + "Force"Oups, je voulais mettre Monoid à la place de Force...C’est trop tard : je ne peux rien concaténer à s pour revenir à "Use the".
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Définition 6 (Groupe)Un groupe est un monoïde tel que tout élément est inversible.
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Définition 7 (Congruence des entiers)Soit n un entier naturel non nul.Deux éléments a et b du groupe (Z,+) sont congrus modulo n si, et seulement si, ils ont le mêmereste dans la division par n. On note
a ≡ b (modn)ou

a ≡n bet on lit « a est congru à b modulo n ».
« Well, LISP seems to work okay now, modulo that GC bug. »
« I feel fine today modulo a slight headache. »

in « The New Hacker’s Dictionnary »
http://outpost9.com/reference/jargon/jargon_28.html#SEC35
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a ≡ b (modn)ou

a ≡n bet on lit « a est congru à b modulo n ».
« Well, LISP seems to work okay now, modulo that GC bug. »
« I feel fine today modulo a slight headache. »

in « The New Hacker’s Dictionnary »
http://outpost9.com/reference/jargon/jargon_28.html#SEC35
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Théorème 8 (Division euclidienne)
Soit a un entier relatif et b un entier naturel non nul.
Il existe un unique couple d’entiers (q, r) tels que

a = bq + r avec 0 ⩽ r < b

Déterminer q et r , c’est effectuer la division euclidienne de a par b.
On appelle a le dividende, b le diviseur, q le quotient et r le reste.
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On note Z/nZ l’ensemble des classes modulo n.Par exemple, on notera :
Z/8Z = {08

,18
,28

,38
,48

,58
,68

,78
}
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Attention !
Notez bien que 08, 18, etc. sont des ensembles d’entiers !...
Ainsi 08

= {...,−16,−8,0,8,16,24,32, ...}
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Exercice 1
Écrivez par exemple les lois d’addition et de multiplication de Z/7Z et Z/8Z : des remarques ?
Est-ce que (Z/nZ,+) et (Z/nZ, ⋅) sont des groupes ?
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PGCD
Définition 9 (PGCD)Soit a et b deux entiers. On appelle PGCD de a et b et on note a ∧ b l’entier défini de la manièresuivante :

0 ∧ 0 = 0Si a et b ne sont pas simultanément nuls, a ∧ b est le plus grand entiernaturel qui divise simultanément a et b.
D(a) ∩D(b)
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Algorithme d’Euclide I
Fonction euclide(a, b:entiers ):entier

Si b = 0 Alors

Retourner a

Sinon

Retourner euclide(b,rem(a,b))

FinSi
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Algorithme d’Euclide II
k uk vk rk qk0 1 0 r0 = a /1 0 1 r1 = b q12 u0 − u1q1 v0 − v1q1 r2 = r0 − r1q1 q23 u1 − u2q2 v1 − v2q2 r3 = r1 − r2q2 q3
...

...
...

p − 1 rp−1 = a ∧ b qp−1

p rp = 0
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k uk vk rk qk0 1 0 19 / L01 0 1 15 1 L12 1 −1 4 3 L2 ← L0 − 1 × L13 −3 4 3 1 L3 ← L1 − 3 × L24 4 −5 1 3 L4 ← L2 − 1 × L35 0 L5 ← L3 − 3 × L4

68 / 81
▲



Sommaire

1 Monoïdes
2 Map-Reduce
3 GroupeLe groupe (Z/nZ,+)

4 Anneaux et corpsAnneauxCorps
5 Les Complexes

69 / 81
▲



Sommaire

1 Monoïdes
2 Map-Reduce
3 GroupeLe groupe (Z/nZ,+)

4 Anneaux et corpsAnneauxCorps
5 Les Complexes

70 / 81
▲



71 / 81
▲



Définition 10 (Anneau)Soit A un ensemble muni de deux lois ⊡ et ⊞.On dit que ⟨A,⊞,⊡⟩ est un anneau si, et seulement si :
⟨A,⊞⟩ est un groupe commutatif ;
⊡ est associative ;
⊡ est distributive sur ⊞.Si ⊡ est commutative, alors l’anneau est dit commutatif.Si ⊡ admet un élément neutre, l’anneau est dit unitaire.Les éléments d’un anneau unitaire qui admettent un symétrique par ⊡ sont dits inversibles. On note

A∗ l’ensemble des éléments inversibles de A.
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Définition 11 (Corps)Soit K un ensemble muni de deux LCI ⊞ et ⊡. Le triplet ⟨K,⊞,⊡⟩ possède une structure de corps si,et seulement si,
⟨K,⊞,⊡⟩ a une structure d’anneau unitaire ;
⟨K ∖ {e⊞},⊡⟩ a une structure de groupe.

Combien d’éléments a au minimum un corps ?
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Le corps F2 (F comme Field) est Z/2Z muni de deux opérations : lesquelles à votre avis ?
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C comme...Corps des Complexes.Quel est l’inverse de x + iy pour la multiplication ?
In [68]: 1/(1+1j)
Out[68]: (0.5-0.5j)
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Définition 12 (Morphisme)Soit ⟨E ,⊕,⊗⟩ et ⟨F ,†,⋆⟩ deux corps et ϕ une fonction totale de E dans F . On dit que ϕ est unmorphisme de corps de E dans F si, et seulement si :
(∀x)(∀y)(ϕ(x ⊕ y) = ϕ(x)†ϕ(y))
(∀x)(∀y)(ϕ(x ⊗ y) = ϕ(x) ⋆ ϕ(y))

Si ϕ est bijective, on parle d’ISOMORPHISME
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Imaginez un isomorphisme entre C et R2, l’ensemble des coordonnées des points de l’écran...Quel est le plus simple à manipuler ?
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with open(hpath, ’w’) as h:
h.writelines(

[’<!DOCTYPE html>\n’
,’<head>\n’
,’<title>plot</title>\n’
,’</head>\n’
,’<body>\n’
,’<svg height="720" width=920 xmlns="http://www.w3.org/2000/svg">\n’
,’<line x1="0" y1="360" x2="720" y2="360"’
,’style="stroke:rgb(150,150,150);stroke-width:2"/>\n’
,’<line x1="360" y1="0" x2="360" y2="720"’
,’style="stroke:rgb(150,150,150);stroke-width:2"/>\n’])

for pt in L:
if isinstance(pt, Number):

x,y = pt.real, pt.imag
else:

if isinstance(pt, tuple) or isinstance(pt, list):
x,y = pt

else:
raise ValueError

h.writelines([’<circle cx="%d" cy="%d" r="%d" fill="white"/>\n’
% (origin[0]+scalar*x,origin[1]-scalar*y,dot_size)])

h.writelines([’</svg>\n</body>\n</html>’])
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Merci à Philip Doctor
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