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MATHÉMATIQUESSérie SEnseignement de SpéialitéDurée de l'épreuve : 4 heuresCoef�ient : 9Les alulatries életroniques de pohe sont autorisées onformément à la loi en vigueur.
Le sujet est omposé de 5 exeries indépendants.Le andidat doit traiter tous les exeries.La qualité de la rédation, la larté et la préision des raisonnementsentreront pour une part importante dans l'appréiation des opies.Avant de omposer, le andidat s'assurera que le sujet omporte bien 4 pages numérotées de 1 à 4.
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EXERCICE 1 (4 points )Le plan omplexe est rapporté à un repère orthonormal diret ¡O;¡!u ,¡!v ¢.On onsidère les points A et B d'af�xes respetives i et ¡ i.Soit f l'appliation qui à tout point M du plan d'af�xe z distinte de ¡ i assoie le point M0 d'af�xe z0 telle quez0 Æ 1Å izzÅ i .1. Quelle est l'image par l'appliation f du point O ?2. Quel est le point qui a pour image par l'appliation f le point C d'af�xe 1Å i ?3. Montrer que l'équation 1Å izzÅ i Æ z admet deux solutions que l'on déterminera.4. Véri�er que z0 Æ i(z¡ i)zÅ i , en déduire OM0 Æ AMBM et :³~u,¡¡¡!OM0 ´Æ ³¡¡!MB, ¡¡!MA ´Å ¼2Å2k¼ ave k 2Z.5. Montrer que tous les points de l'axe des absisses ont leurs images par l'appliation f situées sur un même erle (C ) quel'on préisera.6. SoitM un point du erle de diamètre [AB℄ différent de A et de B,montrer que son imageM0 est située sur l'axe des absisses.EXERCICE 2 (3 points )On onsidère les suites (un) et (vn) dé�nies par u0 Æ 0 ; v0 Æ 12 ;unÅ1 Æ un Å vn2 et vnÅ1 Æ un Å2vn3 .1. Démontrer que la suite (wn) dé�nie par wn Æ vn ¡un est une suite géométrique onvergente et que tous ses termes sontpositifs.2. Montrer que la suite (un) est roissante puis que la suite (vn) est déroissante.3. Déduire des deux questions préédentes que les suites (un) et (vn) sont onvergentes et ont la même limite.4. On onsidère la suite (tn) dé�nie par tn Æ 2un Å3vn .Montrer qu'elle est onstante.5. Déterminez les limites des suites (un) et (vn).EXERCICE 3 (3,5 points )Soit f la fontion dé�nie sur l'intervalle ℄1 ; Å1[ par f (x)Æ xlnx1. a) Déterminer les limites de la fontion f en 1 et en Å1.b) Étudier les variations de la fontion f .2. Soit (un) la suite dé�nie par u0 Æ 5 et unÅ1 Æ f (un) pour tout entier naturel n.a) On a traé la ourbe représentative C de la fontion f sur la �gure 1 page suivante qui sera rendue ave la opie.Construire la droite d'équation y Æ x et les points M1 et M2 de la ourbe C d'absisses respetives u1 et u2. Proposerune onjeture sur le omportement de la suite (un). 2



b) Démontrer que pour tout entier naturel n, on a un > e (on pourra utiliser la question 1. b.).) Démontrer que la suite (un) onverge vers un réel ` de l'intervalle [e ; Å1[.d) Déterminer la valeur de `. À ompléter et à rendre ave la opie
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FIGURE 1 � question 2.a)
EXERCICE 4 (4,5 points )Partie ASoit f la fontion dé�nie sur R par f (x)Æ 3e x42Åe x4 .a. Démontrer que f (x)Æ 31Å2e¡ x4 .b. Étudier les limites de la fontion f en Å1 et en ¡1. . Étudier les variations de la fontion f .Partie B1. On a étudié en laboratoire l'évolution d'une population de petits rongeurs. La taille de la population, au temps t , est notéeg (t). On dé�nit ainsi une fontion g de l'intervalle [0 ; Å1[ dans R. La variable réelle t désigne le temps, exprimé en années.L'unité hoisie pour g (t) est la entaine d'individus. Le modèle utilisé pour dérire ette évolution onsiste à prendre pourg une solution, sur l'intervalle [0 ; Å1[, de l'équation différentielle(E1)y 0 Æ y4 .3



a) Résoudre l'équation différentielle (E1).b) Déterminer l'expression de g (t) lorsque, à la date t Æ 0, la population omprend 100 rongeurs, 'est- à-dire g (0)Æ 1.) Après ombien d'années la population dépassera-t-elle 300 rongeurs pour la première fois ?2. En réalité, dans un seteur observé d'une région donnée, un prédateur empêhe une telle roissane en tuant une ertainequantité de rongeurs. On note u(t) le nombre des rongeurs vivants (exprimé en entaines) au temps t (exprimé en années)dans ette région, et on admet que la fontion u, ainsi dé�nie, satisfait aux onditions :(E2)8<: u0(t) Æ u(t)4 ¡ [u(t)℄212 pour tout nombre réel t positif ou nul,u(0) Æ 1.où u0 désigne la fontion dérivée de la fontion u.a) On suppose que, pour tout réel positif t , on a u(t) È 0. On onsidère, sur l'intervalle [0 ; Å1[, la fontion h dé�nie parh Æ 1u . Démontrer que la fontion u satisfait aux onditions (E2) si et seulement si la fontion h satisfait aux onditions(E3)8<: h0(t) Æ ¡14h(t)Å 112 pour tout nombre réel t positif ou nul,h(0) Æ 1.où h0 désigne la fontion dérivée de la fontion h.b) Donner les solutions de l'équation différentielle y 0 Æ¡14 y Å 112 et en déduire l'expression de la fontion h, puis elle dela fontion u.) Dans e modèle, omment se omporte la taille de la population étudiée lorsque t tend vers Å1 ?EXERCICE 5 (5 points )Restitution organisée de onnaissanes Le plan omplexe est rapporté à un repère orthonormé diret ¡O;¡!u ,¡!v ¢.Prérequis : toute similitude indirete admet une ériture omplexe tu type z 7! z0 Æ azÅb ave a et b des nombres om-plexes.Question : soient A(zA), B(zB) et C(zC) trois points du plan ; on note A0(zA0), B0(zB0) et C0(zC0) leurs images respetives parune similitude indirete s.Démontrez que les angles ³¡¡¡!A0B0 ,¡¡¡!A0C0 ´ et ¡¡¡!AB ,¡!AC ¢ ont même mesure modulo 2¼.VRAI/FAUX Pour haune des 4 propositions suivantes, indiquez si elle est vraie ou fausse et donnez une démonstration de laréponse donnée.1. Le plan omplexe est rapporté à un repère orthonormé diret ¡O;¡!u ,¡!v ¢. On onsidère la similitude direte f d'éritureomplexe z 7! z0 Æ 32 (1¡ i)zÅ4¡2i.Proposition 1 : « f Æ r ±h où h est l'homothétie de rapport 3p22 , de entre(¡2,¡2i) et où r est la rotation de entre etd'angle ¡¼4 ».2. Dans l'espae muni du repère orthonormé ³O;¡!i ,¡!j ,¡!k ´, on note (S) la surfae d'équationz Æ x2Å2xÅ y2Å1Proposition 2 : « la setion de (S) ave le plan d'équation z Æ 5 est le erle de entre A(¡1 ; 0,5) et de rayon 5 ».3. Proposition 3 : « 5750¡1 est un multiple de 7 ».4. Soit n un entier ongru à 1 modulo 7.Proposition 4 : « le PGCD de 3nÅ4 et 4nÅ3 est égal à 7 ».
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